제 13 장 전자기장 상 호 작 용 


(07016201107 ㅁ \111 416017010287 ㅁ 6110 71610) 


13.1 전 자 기 장 이 존재할 때 운 동 량 과 해 밀 토 니 안 의 표현 


전 기 장 이나 자 기 장 이 존재할 때 전 하 를 떤 입 자 의 슈뢰딩거 방 정 식 을 풀기 위하여 우 
리 는 전 자 기 장 이 존재할 때 해 밀 토 니 안 이 어떻게 기 술 되 는 지 부터 알 아 보 자 . 먼저 일 반 화 된 
좌 표 들 을 , 로 나타내면, 속 도 에도 의 존 하 는 일 반 화 된 위 치 에 너 지 (6606311260 ㅁ 016 ㅁ 01031) 














울고 글 104 = 거 아서스 시 
= @ 20 2= ㅠ >×4 (1) 
이 표 현 을 이 용 하 여 위 식 을 다시 쓰면 다 음 과 같다 
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(4) = 턴 0 4)=08 )4 4 의 관 계 가 성 림 하므로 다음 관 계 가 성 립 한다. 
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그러므로 우 리 는 로렌츠 힘 을 다 음 과 같이 쓸 수 있 
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그런데 여기서 = 고 |6- 그 가 시로 쓸 수 있으므로 위 식은 다시 다 음 과 같이 
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라 그 랑 지 안 으 로부터 운 동 량 은 2, = % 뿌 의 관 계 로 주 어 지 므로 운 동 량 은 다 음 과 같 아 진다 
7 
2, = -=00,+ 으 4, , 
2, 6 
는, - 0? 
2 = 7720 ㅜ 겨 0000 2=====-=--- (2) 


로 주어진다. 해 밀 토 니 안 은 라 그 랑 지 안 으로부터 2 = 》)12,2, ㅡ + 의 관 계 로 주 어 지 므로 최 


종 적 으로 해 밀 토 니 안 은 다 음 과 같 아 진 다. 


1 ~ - ㅡ 12 

그 8 2 2 보 기 은 으시 저수 시 의 오 으 시니 

7 7770 ^+ ㅜ 00 펴 1 : 시 + ㅜ 00 (3) 
20 - - - 

이는 통 상 의 2 = 긍 + 와 비 교 했을 때 운동량 2 를 2 ㅡ 은 4 로 바꾼 결 과 와 같 음 을 
770 어 

보여준다. 


『 게이지 변 환 에 대한 불변성 (127 ㅠ 831130 ㅁ 06 10406 8831486@ 1 ㅠ 3 ㅁ 8[0177013110708) 계 


우 리 는 (1) 식 에서 주어진 전 기 장 과 자 기 장 이 스칼라 포 텐 셜 과 벡터 포 텐 셜 의 다 음 과 같은 


= ~ ~ (4) 
| 10; 
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여기서 스는 시 간 과 공 간 좌 표 에 대한 임 의 의 함 수 로서, 4 =2 ㅅ (2,?) , 흔히 게이지 함수 
(88486 14001107) 라 고 하며, 전 자 기 장 을 변하지 않게 하는 (4) 식 과 같은 스칼라 및 벡터 포 
텐 셜 의 변 환 을 우 리 는 게이지 변 환 (68486 1 ㅠ 8708[077811027) 이 라고 부른다. 이러한 스칼라 및 
벡터 포 텐 셜 의 변 환 에 대한 전 자 기 장 의 불 변 성 을 우 리 는 게이지 불 변 성 (63486 10 ㅠ 8 ㅁ 18006) 


뻐 


이라고 한다. 이러한 게이지 불 변 성 은 다른 한 편 으로 스칼라 및 벡터 포 텐 셜 이 갖는 게이지 
변 환 에 대한 대 칭 성 으로 해 석 할 수도 있다. 이 경우 게이지 대 칭 성 의 기 술 에 한 가지 게이 
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지 함 수 만 필 요 하므로 우 리 는 전자기 상 호 작 용 이 (/( 한다. 참 고 로 불 
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절 하 기 때 문 이 다. 전자기 상 호 작 용 의 경우 주로 사 용 하는 게이지 
데 , 하 나 는 쿨롱 게이지 조 건 식 (20410070 88486 000010100) 이 고 다 


(1.076012 82486 00001107) 이 며 각각 다 음 과 같다. 
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어떤 특정한 경 우 의 문 제 를 풀기 위해서는 특정한 유 형 의 게이지 조건 
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위에서 4^= (4, ) 


이제 게이지 고정 조건 이 막 스 웰 방정 


시 
벼 | 
! 


하우 으으 010 8 (10) 


여기서 0 는 전하 밀 도 (0120786 0005150 이 고, ,/ 는 전류 밀 도 (60476041 06045150 이 며 이를 
합쳐서 전류 밀도 4- 벡 터 로 /“=(6 ㅇ 0,./ ) 와 같이 표 시 하기도 한다. 전하 보 존 (18786 


그 
6004567310020) 은 앞 의 5 장 에서 살펴본 바와 같이 다 음 의 연 속 방 정 식 을 준다. 
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=” =0, /;/=0.1.20.3| _ ----- (11) 

0 82" 
막 스 웰 방정식 중 첫 두 식 (7,8) 은 전 기 장 과 자 기 장 을 (1) 식 처럼 스칼라 및 벡터 포 텐 셜 로 
쓸 수 있 음 을 뜻하며, 나중 두 식 (9,10) 은 각각 다 음 과 같은 스칼라 및 벡터 포 텐 셜 로 함께 
쓰 여 지 는 방 정 식 을 준다 

83 -- - 
으으 =------ (12) 
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여기서 쿨롱 게이지 (5) 식 을 쓰면 (12) 식 이 스칼라 포 텐 셜 에 대한 푸 아 송 방 정 식 ( ㅁ 00166070 


6048000) 이 되어서 스칼라 포 텐 셜 에 





게이지 (6) 식 을 쓰면 (12,13) 식 이 스칼라 및 벡터 포 텐 셜 에 대한 비 균 식 
(10110100800 ㅁ 60048 \3\6 6001431 ㅁ 100) 이 된다. 
롱 게 이 지 의 경우: ㅡ - ㅜ “0 = 470 
1824 440 
로렌츠 게 이 지 의 경우 - ㅜ "4 + =--2 
7 6 
0 대 100 
6 7 
여기서 주 의 할 점 은 로렌츠 게 이 지 의 경우 게이지 함 수 가 다음 조 건 을 만 족 하 는 경 우 에 는 
4- 포 텐 셜 이 추가적인 게이지 변 환 에 대해서도 위 의 방 정 식 을 여전히 만 족 한 다는 점 이 다. 
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0 
는 이처럼 게이지 고정 후에도 남 아 있는 대 칭 성 을 잔 


우리 성 류 대 칭 성 (6(66100431 8? ㅠ 01004615) 이 
라고 하며, 이 경우 4- 포 텐 셜 을 완전히 확 정 하 기 위해서는 추가적인 게이지 고 정 이 더 필요 
함 을 보여준다. 





앞에서 구한 전 자 기 장 이 존재할 때 의 해 밀 토 니안 (3) 식 을 쓰면 이 경우 슈뢰딩거 방 정 식 은 
다 음 과 같이 쓸 수 있다 
1 을 ~ 위 으으으 
그 | + 00 = 90 (14) 
- ㅡ  - ~ 여요 
위에서 와 4 는 각각 스칼라 및 벡터 포 텐 셜 이다. 이때 첫째 항 츠 - 오 기 0 는 
2 서 
^ 04 ~? ~ - - 0 22 그 
개 보세 이 ㅠ ㆍ (4 0)0+4 ㆍ ( ㄴ ㅠ 90] 시이 440 
과 같이 쓰 여 지 는데, 여 기 의 둘째 항 은 다시 다 음 과 같이 쓸 수 있으므로 
, ㅠ (440=(0 ㅜ ~ ㅠ 4)0+4 ㅜ 90 
슈뢰딩거 방 정 식 은 다 음 과 같이 된다. 
. 62 28 0 - 브아 - - 1 의 : 
| 237 은 느 노이) 케이 도시 에 ： 427+ ㅜ 00100 
여기서 쿨롱 게이지 ~ ＊ 4 = 0 를 선 택 하면 슈뢰딩거 방 정 식 은 다 음 과 같이 쓰여 진다 
2? 0 ^ 0 > - ㅡ > 1 0 2 
- 그 ~ - 구 3 (4 * ㅜ ~) + 오 | 4 |0=40 --- 05) 
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이제 간단한 예 로 서 우 리 가 10 장 에서 제 만 효 과 로 다 루 었 던 
존 재 하는 경 우 를 생 각 하 여 보자. 균 일 한 상 수 의 자 기 장 을 2 
텐 셜 은 자 기 장 으 








24= - 금 2×# 비고 흐 그 06) 
우 리 는 위 관 계 식 이 실제로 #=× × 의 관 계 를 만 족 함 을 곧 알 수 있다. 2 = 그 
및 (16) 식 을 쓰면, (15) 식 의 둘째 항 과 셋째 항의 4” 은 각각 다 음 과 같이 된다. 
- 우 호 (4 ㆍ ㅜㅠ) 그 가 (2×2) , 0 = 2 - 622, 
= 는 느 2,22, = 6 (2×8)= 1 2 ㆍ 


2) 자 , 70= 2700, 5”= 2 2 





/ 은 전하 0 를 가진 입 자 의 퀘 도 각 운 동 량 에 의한 자 기 쌍 극 자 





모멘트 /(, 이 므로 둘째 항 은 10 장 에서 퀘 도 각 운 동 량 에 의한 전 자 의 자 기 쌍극자 모 멘 트 와 
외부 자기장 사 이 의 상 호 작 용 에 의한 건 드 림 해 밀 토니안 2 '=- ㅜ /6, ㆍ 2 와 동 일 함 을 알 
- ^ - 1 
수 있다. 다시 10 장 에서처럼 2 = 2, # 로 놓으면 4”? = 구 (4”+8”)297 이 되어 015) 식 

의 전체 해 밀 토 니 안 은 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 
2 
2 4 10 2/_ 9 2 
2= 공 - - 2. +-| 츠 | 22(@6?+07)0+00 0 ------ 1 
2772 24726 <“ 8 | 0 8) 0@ 브 8 


여기서 원 자 의 경우, < 7, > ~ 이고, < ㅋ “ ㅠ ㅜ 8" > 은 대략 보어 반 경 의 제 곱 과 같다 
고 할 수 있으므로 둘째 항 과 셋째 항의 비 율 은 전 자 ((= - ㅇ 6) 의 경우 대략 다 음 과 같다. 
622 < 280 > /8776^ 62. ^ 


6420 <. > /2776 47226 1×10"[680488] 


제 원 자 에 작 용 하는 외부 자 기 장 은 통상 10“88058 보다 크지 않으므로 셋째 항 은 
식 


실 둘째 
항 에 비해 무시할 수 있다. 이제 (17) 식 은 셋째 항 을 무 시 하 고 다시 다 음 과 같이 쓸 수 있 
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2 
2=2.+#',; 22 000: #'= 
6 
여기서 22, 는 쿨롱 포 텐 셜 에 의한 원래 해 밀 토 니 안 임을, 22 은 전 자 의 궤도 각 운 동 량 에 
의한 자 기 쌍극자 모 멘 트 와 외부 자 기 장 에 의한 제 만 효 과 를 주 
준다. 참 고 로 스핀 각 운 동 량 에 의한 효 과 는 고 려 하 지 않고 궤도 각 
정상 제 만 효 과 (0011031 2/6601030 0[[601, 스핀 각 운 동 량 까지 고려한 경 우 를 비정상 제 


개 ㄱㄱ 
효 과 (30 ㅁ 010431048 7//6670130 ㅁ 0[[601) 라 고 부 르 기 도 하는 
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『 슈뢰딩거 방 정 식 에 서 의 게이지 불변성 . 

(33486 170\311200 ㅁ 06 01 146 으 07 001086@ ㅠ 6 ㅇ 6043110270) 
이제 우 리 가 앞에서 살펴본 게이지 불 변 성 이 슈뢰딩거 방 정 식 에서는 어떻게 나 타 나 는 지 살 
펴 보 기 로 하자. 시 간 에 의 존 하 는 슈뢰딩거 방 정 식 은 (3) 식 의 해 밀 토 니 안 으로부터 다 음 과 같 


이 쓸 수 있 
1 아우 가우 - . 800 
그 | + 00 4) 27) (19) 
여기서 (4) 식 에서처럼 4- 포 텐 셜 이 게이지 변 환 을 하였을 경 우 에도 


일한 물 리 계 를 기 술 하 므로 동일한 슈뢰딩거 방 정 식 이 만 족 되어야 할 것이다. 그러므로 변 
스 주 


ㅇ 
블로 주어진 슈뢰딩거 방 정 식 을 만 족 하는 파 동 함 수 를 《)" 이라고 하면 다음 식이 











즉 , 게이지 불 변 성 이 성 립 하려면, 파 동 함 수 가 다 음 과 같이 게이지 함 수 에 따라 변 환 하여야 
한다 

6) - 0 (2.17)= 02 1 음 09| 고 고르 6 이 (20) 
이는 파 동 함 수 의 경우 게이지 변 환 에 의해 그 위 상 만 변 화 함 을 보여준다. 이제 전자기장 내 


하자. 


13.3 아 로 노 프 - 보 옴 효과 (41137000 ㅠ 80110 01【601) 


자 기 장 이 0 인 영 역 에서는 ~ =0 의 관 계 에서 4 = 로 쓸 수 있으 
의 


며 이때 는 # 와 ? 에 대한 임 의 의 함 수 이다. 이를 (4) 식 의 게이지 변 환 과 비 교 하면 자기 
장이 0 인 경 우 에 벡터 포 텐 셜 은 순수 게 어지 함 수 로 주 어 짐을 뜻 한 다. 한편 4 = \ ㅜ 의 
관 계 로부터 는 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 

(80 가) . 시 나 아 때 그 드 나 라그 (21) 
한편 앞에서 우 리 는 과 동 함수 가 게이지 변 환 에 따라 (20) 식 처럼 위 상 이 변 한 다 는 것을 
보았다. 그런데 (21) 식 의 함수 / 는 시이 게이지 변환 함수 & 와 동 일 하게 벡터 포텐셜 
와 연 관 되어 있으므로, 자 기 장 이 0 이지만 벡터 포 텐 셜 이 0 이 아닌 영역 내 


(7 를 따라 전 하 를 떤 입 자 가 이 동 하 였 을 때 ㅇ 
(20) 식 과 (21) 식 에서 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 
= 60 , = 그 4(27.7) 02700 ------- (22) 
26 2 

여기서 106 는 경로 (를 따라 전 하 를 떤 입 자 가 이 동 하 였을 경 우 에는 시 작 점 에 서 의 파동 
함 수 로, 또는 게이지 변 환 의 관 점 에서는 게이지 변환 전의 파 동 함 수 로 생각할 수 있겠다 

여기서 전 하 를 떤 입 자 가 자 기 장 이 0 인 영역 내의 동일한 시작점 7, 과 끝점 , 을 
가지는 경로 (| 과 (/, 를 따라 이 동 하 였 을 경 우 를 생 각 하 여 보 자 ( 그 림 13 참조). 이때 두 


경 로 로 둘러싸인 닫힌 경로 (의 내 부 에는 자 기 장 이 존 재 한다고 가 정 한 다 ( 그 림 16 참조). 


2 
~ ~, , 


면적 4 
; 


시고 {7 


로 2 (06) 닫힌 경로 (2 와 면적 4 
그 림 1. 두 적분 경 로 에 의한 닫힌 경로 (7 와 닫힌 경 로 에 의하여 둘러싸인 면적 4 


그 그 수 새 떠 ! 


이제 에서 함께 출 발 하여 , 로 함께 도 착 하는 두 경로 (7, 과 (7, 에 따라 이 동 하 였을 


때 의 상 태 함 수 를 각각 《, , $/ 라고 하면 두 상 태 함 수 는 각 각 의 경 로 에 따라 각각 0, , 0, 


띠 
다 
0 
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화 를 할 것이다. 


그러므로 두 상 태 함 수 는 도 착 하였을 때 상대적인 위상차 6, ㅡ 6, 를 갖게 된다. 그런데 두 
위 상 함수 &, , 0, 는 (22) 식 에서 같은 출발점 [과 같은 끝점 2, 를 가 지 므로, 0, -6, 는 


8-&= 즌 460 ㆍ - 끔 / 46) ㆍ = 즘 (아오 
“6 @ 


그런데 닫힌 경 로 에 대한 적분 $ 4(2 ) * 02 는 스 토 크 스 정 리 (66668 060160) 에 
@ 








$ 4(2 7) ㆍ 02'= 뽀 찌 겨 이 04 00 ------- (23) 
= 604 겨 
여기서 2= ㅜㅠ × 이므로 이 면 적 적 분 은 곧 닫힌 경 로 를 통 과 하는 자 기 선 속 00880000 
2 - - 
8090 이 된다. 그러므로 위 상 차 는 6, ㅡ 0, = 느 - 이 되고, 이때 $ = / 2 ㆍ 00 는 자기 
겨 

선 속 이다. 

이 로 부터 우 리 는 그 림 2 에 서 처럼 자 기 장 이 존 재 하는 영 역 을 둘러싸고 있는 자 기 장 이 
없는 영 역 을 동 과 하 는 전 하 를 떤 입 자 의 경우 두 경 로 에 의하여 둘러싸인 면 적 을 동 과 하 는 
자 기 선 속 의 양 이 변 화 함에 따라 두 경 로 에 의한 위 상 차 가 달 라 짐 을 알 수 있다. 즉 , 두 경 
로에 둘러싸인 영역 내 부 의 자 기 장 의 세 기 에 따라 간섭 패 턴 이 다르게 된다. 이러한 현 상 은 
실제 실 험 으로 관 측 되 며 이러한 측정 실 험 은 1959 년 아 로 노 프 와 보 옴 이 처음 제 안 하 였다. 
때문에 이처럼 자 기 장 이 없는 두 경 로 의 내 부 를 통 과 하는 자 기 장 의 변 화 에 따라 간 섭 현 상 


이 변 화 하 는 것을 아 로 노 프 - 보 옴 효 과 ( 사 13700 ㅁ 0 ㅜ 10117 01[601) 라 


니 
ㅠ 
0 
요 


^ 


만약 전하 0 를 떤 한 입 자 가 위와 같이 자 기 장 이 있는 영 역 을 둘러싸고 있는 자 기 장 이 0 
인 닫힌 경 로 를 한 바퀴 돌아 제 자 리 로 왔 다 면 파 동 함 수 는 처 음 과 같아야 하므로 이 경우 


위 상 차 는 다음 조 건 을 만 족 하여야 한다. 





_ 9 _ - 정 
0 개 2712.77, '4)= 정 
즉 , 닫힌 경로 내의 자 기 선 속 은 다 음 과 같이 양 자 화 되어야 한다. 
27716 
= 02, 7= 정수 
7; 


13.4 기하학적 위상, 베 리 의 위상 (360106010 2011266, 20175 01256) 


우 단 열 어 림 을 취 하 면 해 밀 토 니 안 의 고 유 상 
적 학 로 


해 
학적 위 상 의 두 가지 


개 
「「「 포 


나누 
6) -> 00) =6[0 라 7900) 


^ 0 
기 키비 게이지 이 기 8261750 는 위에 주어진 
히 역학적 위 상 과 는 달리 기하학적 의 미 를 가 짐 을 보였다. 이제 우 리 는 베 
위 상 의 의 미 를 살 펴 보 기로 하겠다. 


[ 
= 1, <, | 0, >@' 에서 나타나는 고 유 상태 0), 이 어 


턴 매 개 변 수 들 에 의 존 하 며 이 고 유 상 태 가 시 간 에 따라 그 매 개 변 수 들의 공 간 에 서 변 화 한다 
가 정 하자. 그러면 기하학적 위 상 은 매 개 변수 공간 74 에 서 의 경 로 적 분 으로 다 음 과 같이 


수 있을 것이다. 


토 
에 
웨 
위 
전 
0 
2 
1 
6 쏘 
0 
8 
ㅎ 86 
ㅣ 


보 


때 뉘 


= 0. 1000 고 , 
8609=100 01? 002* 유 로 = 24181 00 


여기서 0 으로 주어진 시 간 에 해 당 하는 매 개 변수 공 간 에 서 의 위 치 벡 터 를 표 시 한다. 





니 
초 
14 
>% 보 , 
_ 으 
그 
로 
0 보 
- ㅇ 
[ 므 
요 
브 

시 
스노 
? 
4; 
이 
[ 퀸 
0 
\- 

( 
궤 

섯 0 
_ 으 
고 

대 

조 

0 


경 우 를 생 각 하면 는 8 
1 그 


의 시 작 과 끝 값 이 같 으 므 


적 
이 상 이라면 위 의 적 분 은 다 음 의 닫힌 경로 적 분 으로 표현 


로 ) 
이 39, ((7 ) 를 우 리 는 베 리 의 위 상 0360\'5 200856) 이 라고 하며, 이는 닫힌 경 
존 하므로 기 하 학 적 인 양 임을 곧 알 수 있다. 이와 대 조 적 으로 동 역 학 적 위 상 은 시 간 에 절대 
적 으 로 의 존 함 을 주 목 하자. 


앞 절 에서 살펴본 아 로 노 프 - 보 옴 의 효 과 에서 나타나는 두 경로 사 이 의 위 상 차 도 베리 


의 위상, 즉 기하학적 위 상 의 한 가 지 인데 이제 이들이 어떻게 연 관 되어 있는지 살 펴 보 기로 


의 아 로 노 프 - 보 옴 효 과 에 서 살 펴 보 았 다 시피 자 기 장 이 0 인 영 역 에 서 의 벡터 포 


시 되고 이때 함수 / 는 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 


ㅣ 
< 
~ 
8! 
벼 


| 쁘 
0 
초 8 
것 
오 자 


0 [위 


진 
게이지 변 환 에 서 와 동일한 방 식 으로 위 상 이 변 화 하 
끝 


8! 
“ 
비 
고 
8 
으 
주 
쏘 
0 
01 
쑤 
요 
8} 
은 
. 초 


6 


텐 셜 이 0 인 경 우 의 파 동 함수 《), 와 비 교 하여 다 음 과 같이 그 위 상 이 변 화 하게 된다. 
= 60000, 6(@,.0= 은 /- 6008 (25) 


이제 (24) 식 에 주어진 단 열 어 림 에 서 의 기하학적 위 상 을 구하기 위하여 고 유 상태 40) 이 (25) 
식과 같은 관 계 로 벡터 포 텐 셜 이 0 인 경 우 의 파 동 함수 “),, 와 연 관 되었다고 하자. 

00.600 급 (고 0, 오그 | 
(26010) = 6 0000, (22) , 66210) = 주 - 


8 


으 
여기서 4 = 0 인 경 우 의 파 동 함수 4), 은 다음 해 밀 토 니 안 의 고 유 함 수 임을 유 의 하자. 
2 


(20 . 0 -- (26) 


#2=- 00, 스 690 290 


” 209 7 ~ 

=- ㅜ 400 
따라서 기하학적 위 상 은 (27) 식 에서 다 음 과 같이 주어진다 

70) = $ 끔 40.0* ㆍ 00= 꼼 /  (7×4) ㆍ 00 
@ 0 레 2= 00 
이는 닫힌 경로 (? 의 내 부 를 동 과 하는 자 기 선속 @ 에 구 - 를 곱한 값 으로 앞에서 구한 
아 로 노 프 - 보 옴 효 과 에 서 의 위 상 변 화 와 동 일 하다. 이 로 부터 우 리 는 아 라 노 프 - 보 옴 효 과 에서 
나타나는 위상 변 화 가 기하학적 위상, 즉 베 리 의 위 상 임을 알 수 있다 
마 지 막 으로 유의할 점 은 여기서 우 리 가 고려한 위 상 의 중요한 특 성 은 닫힌 경 로 에 서 의 


위상 변 화 였으며, 이는 시 작 점 과 끝 점 이 같은 두 경 
고려인 이 리 이 6 이 치 이 기 2 40 = 를 가 진 다 는 점 이 다. 우 리 는 그 전 까 
지 파 동 함 수 의 위상 그 자 체 에는 별다른 물리적 의 미 를 부 여 하지 않았는데 여 기 서 의 결과 
시 그러한 생 각 과 크게 배 치 되지 않 음 을 보여준다. 이는 고 전 물 리 학 에서 위 치 에너지 자체 
큰 의 미 가 없지만, 위 치 에 너 지 의 차 이 는 중요한 물리적 의 미 가 있는 것과 비 슷 하 다고 하 
다. 


위상 차 이 와 같다는 것이다. 즉 위 


(| 
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